Barem de corectare a solutiilor la clasa a XII-a

1. a) Fie G = QN (0,0). Este grupul (Q,+) izomorf cu (G, -)?
b) Sunt izomorfe grupurile multiplicative (R*,-) si (C*,-)?

start 1p
a) Cele doud grupuri nu sunt izomorfe.
In grupul (Q, +), pentru orice € Q, ecuatia x + x = aare o solutie: z = 5 2p
In grupul (G, -) ecuatia corespunzatoare
x - x = a nu are solutie pentru orice a € G.
Daca a = 2 ecuatia #2 = 2 nu are solutii in G. 2p
b) Ecuatia 2 = 1 are o solutie in (R*,")
si trei solutii in (C*, ).
Prin urmare cele doud grupuri nu sunt izomorfe. op
total 10p
2. Fie (G,-) un grup si aplicatia f : G — G definita prin f(z) = 23, (V)2 € G. Demonstrati ca
a) daca f este morfism injectiv, atunci G este abelian.
b) daca f este morfism surjectiv, atunci G este abelian.
start 1p
a) Fie a,b € G. Atunci a®b® = (ab)3
rezulti a?b? = (ba)? rezulta ab? = (a?)2(b?)? = (b%a?)? = (ab)*.
Rezulti a®b® = (ba)?, de unde (ab)? = (ba)? 3p
Din injectivitate rezulta ab = ba 2p
b) @b = (ba)?® = (ba)?(ba) = a®b?(ba) 2p
Rezultd ab® = b3. f fiind injectiva,
b3 ia orice valoare din G, deci G este abelian 2p
total 10p

3. Fie f : R — R o functie cu proprietatea:

1
flx) > o (V)z > 0.
Demonstrati ca f nu admite primitive.
start 1p
Presupunem prin absurd ca f admite primitive; fie F' o primitiva a lui f 1p

1
Avem: f(z) > —,(¥)x > 0 atunci

f <310) >z, (V)z > 0 rezulta f%f (1> < f%, Mz >0

T
l

1
rezulta <F () + ln(w)) <0 4p

T

Consideram functia ¢ : (0,00) = R, ¢(z) = F() + In(z),

avem ca ¢ este descrescatoare. 3p

Obtinem ¢(1) = F(1) > lim ¢(x) = F(0) + lim In(z) = co. Absurd 1p
T—>00 T—00

total

10p



4. Fie f:[0,1] — R o functie continua cu proprietatile:

/Olf(x)da::O i /lef(m)dx:O.

Demonstrati ca exista a,b € [0,1],a # b, astfel incat f(a) = f(b) = 0.

start
1

Din faptul ca f este continua si / fl@)dx =0
0
rezultd cd existd a € (0, 1) astfel incat f(a) = 0.
Presupunem cé a este singrulul punct in care f se anuleaza.
Atunci functia g : [0,1] = R, g(x) = (x — a) f(x) este continud si pastreaza
semn constant pe [0, 1].

Avem: /01 g(z)dz = /Ol[xf(x) —af(z)ldz=0

Absurd, deoarece g pastreaza semn constant pe [0, 1].

1p

op

3p
1p

total

10p



